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Введение
Расчётно-графическая работа (РГР) по электротехнике «Расчёт электрических цепей постоянного тока» включает в себя пункты: 

- расчёт токов в ветвях схемы методом контурных токов;

- контроль рассчитанных токов с помощью уравнений, составленных на основании уравнений Кирхгофа;

      - расчёт тока в одной ветви схемы методом эквивалентного генератора;
       - расчёт и построение потенциальной диаграммы.

Параграфы настоящего пособия расположены так, что в них последовательно рассматриваются все пункты РГР. Методы расчёта электрических цепей поясняются на конкретных примерах. Дополнительные сведения можно получить из литературы, список которой приведён в конце пособия.

1 Основные определения электрических цепей
Электрической цепью называют совокупность устройств, образующих путь для электрического тока. Основными элементами электрической цепи являются источники и приёмники электрической энергии.

Каждой реальной электрической цепи соответствует эквивалентная схема. Схемой электрической цепи является графической изображение электрической цепи, содержащие условные обозначения включённых в ней элементов и показывающие их соединения. 

Геометрическая конфигурация схемы характеризуется понятиями ветвь, узел, контур. Ветвью называется участок электрической цепи, вдоль которого протекает один и тот же ток. Узлом электрической цепи называется точка соединения трех и более ветвей. Контуром электрической цепи называется любой замкнутый путь, образованный ветвями и узлами. Независимым контуром называется контур, который отличается от других контуров схемы, по  крайней мере, одной ветвью.
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Рисунок 1 в виде примера иллюстрирует схему, содержащую три ветви и два узла.

2 Метод контурных токов
Метод контурных токов применяется для расчетов токов в сложных цепях с большим числом ветвей и узлов. Метод базируется на применении второго закона Кирхгофа. В основу метода положено понятие о контурных токах, под которыми понимают расчетные (условные) токи, замыкающиеся только по своим контурам. Расчет ведется следующим образом.

В заданной электрической схеме выбирают взаимно независимые контуры. Число независимых контуров в любой электрической схеме равно: 


k = b – y + 1,
(1)
где b – число ветвей схемы; y – число узлов схемы.

Для выбранных независимых контуров произвольно принимают условно - положительные направления контурных токов в них. (Удобно задать обход контуров в одном направлении, например по часовой стрелке). Положительные направления всех токов следует указать на схеме стрелками.

Затем составляют для выбранных контуров k-уравнений по второму закону Кирхгофа относительно контурных токов. Направление обхода контура следует выбрать совпадающим с направлением контурного тока и одинаковым во всех контурах, например, по часовой стрелке. В уравнениях э.д.с. и токи имеют знак «плюс», если направление обхода контура совпадает с направлением э.д.с. и контурного тока.

Полученную схему линейных алгебраических уравнений решают относительно контурных токов. Если в результате решения какой-либо контурный ток окажется отрицательным, то это означает, что в действительности направление контурного тока обратно принятому условно за положительное.

Токи во внутренних (смежных) ветвях схемы равны сумме или разности контурных токов соседних контуров. В том случае, когда контурные токи в ветви совпадают, берут сумму, а когда направлены навстречу – из большего контурного тока вычитают меньший. Токи во внешних ветвях схемы, по которым протекают токи только одного контура, равны по величине соответствующим контурным токам.
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Пример
Пусть в электрической схеме (рисунок 2) заданы величины всех э.д.с. и сопротивлений. Требуется определить токи в ветвях схемы.

В схеме четыре узла e, d, c, m (у = 4) и шесть ветвей eabc, ed, dc, efm, dm, cnm (b = 6). Следовательно, число неизвестных токов равно шести.

Число независимых контуров

k = b - y + 1 = 3
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Это контуры abcde, edmf и      
 dcnm. Обозначаем их на схеме
 (рисунок 3) римскими цифрами
 I, II, III. Выбираем условно 
положительные 
направления токов в ветвях и контурах, и обозначаем 
их на схеме стрелками.

Составляем для каждого контура уравнение по второму закону Кирхгофа. Обход контуров производим по движению часовой стрелки.
Контур abcde

0 = (R1 + R2 + R3)·IKI – R2·IKII – R3·IKIII
(2)
Контур edmf

E1 – E2 = (R2 + R4 + R5)·IKII – R2·IKI – R5·IKIII
(3)
Контур dcnm

E2 = (R3 + R5 + R6)·IKIII – R3·IKI – R5·IKII
(4)
Решая совместно уравнения (2), (3), (4), определяем контурные токи. Токи в ветвях схемы равняются:


I1= IKI;
I2= IKII – IKI;


I3= IKII – IKI;
I4= IKII;


I5= IKIII – IKII;
– I6= IKIII.

Уравнения, составляемые для контурных токов, могут быть записаны в обобщенном виде. Для этого суммарное сопротивление, которое оказывает данный контур своему контурному току, обозначают двумя одинаковыми индексами, указывающими номер контура, и называют его собственным сопротивлением контура. Так, собственные сопротивления трех контуров схемы (рисунок 3) равны:


r11= r1+r2+r3;


r22= r2+r4+r5;


r33= r3+r5+r6.

Общее сопротивление смежных контуров обозначают различными индексами, указывающими, между какими соседними контурами включено это сопротивление.
Например, для рассматриваемой схемы:


r12=r21= - r2;


r13=r31= - r3;


r23=r32= - r5.
Учитывая эти обозначения, уравнения (2), (3) и (4) можно переписать в общем виде:
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R11. IKI + R12. IKII + R13. IKIII =EI;


R21. IKI + R22. IKII + R23. IKIII =EII;
(5)

R31. IKI + R32. IKII + R33. IKIII =EIII.

Правые части уравнений (5) называются контурными э.д.с., величина которых определяется алгебраическим суммированием э.д.с. всех ветвей данного контура. Э.д.с., совпадающие с направлением контурного тока, суммируются со знаком «плюс». В схеме на рисунке 3 контурные э.д.с. равны:

EI = 0; EII = E2 – E1; EIII = E2.

Уравнения контурных токов решают с использованием определителей. Определитель третьего порядка:
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r11 r12 r13

Δ =
r21 r22 r23
(6)

r31 r32 r33
Он составлен из коэффициентов при неизвестных контурных токах, называется главным определителем системы уравнений (5). Если 


Δ = R11·R22·R33 + R21·R32·R13 + R31·R12·R23

– R11·R32·R23 – R21·R12·R33 – R31·R22·R13 ≠ 0,
то эта система имеет единственное решение. Это решение может быть найдено по формулам Крамера

IKn = Δn / Δ, n = 1; 2; 3,
(7)
где Δn – определитель, получившийся из Δ заменой n-го столбца свободными членами системы (контурными э.д.с.)
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EI  r12 r13

Δ1 =
EII r22 r23
;

EIII r32 r33

r11 EI  r13

Δ2 =
r21 EII r23
;

r31 EIII r33

r11 r12 EI

Δ3 =
r21 r22 EII
.

r31 r32 EIII
Следовательно, расчет контурных токов сводится к составлению и вычислению определителей Δ, Δ1,  Δ2 и Δ3.
3 Метод непосредственного применения уравнений Кирхгофа
В пункте 2 РГР записано, что контроль правильности результатов, рассчитанных методом контурных токов, необходимо осуществлять с помощью системы уравнений, записанных на основании законов Кирхгофа. При составлении уравнений рекомендуется придерживаться такой последовательности.

Произвольно выбирают условно-положительные направления токов во всех ветвях и обозначают их на схеме стрелками.

В схеме выбирают (b–y+1) независимых контуров. Обозначают на схеме направления обхода этих контуров (по движению часовой стрелки или против него).

Составляют (у–1) уравнений для узлов на основании первого закона Кирхгофа. Токи, которые направлены к узлу, записывают с отрицательными знаками, а направленные от узла – с положительными.

Так как число неизвестных токов равняется числу ветвей схемы, недостающие (b–y+1) уравнения для контуров составляют на основании второго закона Кирхгофа. За положительные э.д.с. и токи принимают такие, направления которых совпадают с направлением обхода контуров.

В полученную систему уравнений нужно подставить значения э.д.с. и сопротивлений ветвей и заменить неизвестные токи ветвей схемы их численными значениями, рассчитанными методом контурных токов. Если при этом каждое уравнение системы превращается в верное равенство (тождество), то это доказывает правильность расчетов при помощи метода контурных токов.

Пример
Рассмотрим цепь, схема которой изображена на рисунке 3. Схема содержит четыре узла, следовательно, по первому закону Кирхгофа следует составить (4–1) = 3 уравнения для узлов. Число ветвей схемы равно шести, следовательно, по второму закону Кирхгофа необходимо составить (6–3) = 3 уравнения для контуров.

На схеме обозначены выбранные положительные направления всех шести токов. В схеме выделены три независимых контура, обозначенные римскими цифрами I, II, III. Направления обхода контуров принимаем по часовой стрелке. Составляем по первому закону Кирхгофа уравнения для узлов e, d, c, а по второму закону Кирхгофа – уравнения для контуров abcde, edmf и dcnm.

   
0 = I1+I2–I4;


0 = I3–I2–I5;


0 = –I6–I3–I1.


0 =
R1·I1 – R2·I2 – R3·I3;


E1 – E2 =
R2·I2 – R5·I5 + R4·I4;


E2 =
R3·I3 – R6·I6 + R5·I5;

4 Метод эквивалентного генератора
На практике часто бывает необходимо определить величину тока только в одной из ветвей сложной цепи. В подобных случаях наиболее эффективным оказывается метод эквивалентного генератора. Метод основан на теореме об эквивалентном источнике напряжения (теорема Гельмгольца-Тевенена). Она гласит, что воздействие всех источников электрической цепи на исследуемую ветвь (рисунок 4.а) можно заменить эквивалентным генератором (рисунок 4.б), э.д.с. которого Еэкв равна напряжению холостого хода Uхх на зажимах разомкнутой исследуемой ветви (рисунок 4.в), а внутреннее сопротивление – входному сопротивлению схемы Rвх со стороны зажимов исследуемой ветви (рисунок 4.г).

Ток в рассматриваемой ветви определяется по выражению:


I1 = 

(8)
Е – э.д.с., находящаяся в исследуемой ветви.

Рекомендуется следующая последовательность расчета тока в ветви методом эквивалентного генератора.

В расчетной электрической схеме цепи выделяют исследуемую ветвь с сопротивлением R1 и обозначают направление тока I1 в ветви.

Отключают исследуемую ветвь, осуществляя режим холостого хода. Определяют напряжение холостого хода Uхх на зажимах разомкнутой ветви. Для нахождения необходимых при вычислении напряжения Uхх, токов в ветвях схемы целесообразно воспользоваться методом узловых напряжений. Согласно этому методу напряжение между двумя узлами схемы, например между точками A и B, равно:


UAB = 

(9)
g1, g2, … , gn – проводимости ветвей схемы.

В анализируемой схеме направления токов во всех ветвях необходимо принимать одинаковыми от узла B к узлу A. Тогда произведение Еk·dk для k-ветви в выражении (9) следует брать со знаком минус, если направление э.д.с. Еk противоположно принятому направлению тока.

Определяют входное (эквивалентное) сопротивление Rвх всей схемы по отношению к зажимам разомкнутой ветви, при закороченных источниках э.д.с. (т.е. при E1=E2=…=En=0).
Для упрощения цепи целесообразно использовать преобразование соединения сопротивлений «треугольником» в эквивалентное соединение «звездой».
Замкнутый контур из трех сопротивлений Rab, Rbc и Rca (рисунок 5.а), образующих стороны треугольника, можно заменить тремя сопротивлениями Ra, Rb, Rс (рисунок 5.б), соединенными в одной узловой точке 0 и образующими трехлучевую звезду.
Формулы преобразования соединения «треугольником» в «звезду» имеют вид:


Ra = 


Rb = 
(10)

Rc = 

Этапы эквивалентного преобразования электрической схемы показаны на рисунке 6. Треугольник сопротивления edm (рисунок 6.а) преобразуют в эквивалентную звезду edm‑0 (рисунок 6.б). Сопротивления ветвей odc и omc (рисунок 6.с) складывают вначале последовательно, а потом параллельно (рисунок 6.в,г).

Затем подсчитывают ток в исследуемой ветви по формуле (8). В выражении (8) перед э.д.с. берется знак «плюс», если направление э.д.с. совпадает с направлением тока в ветви, в противном случае – знак «минус». Если же исследуемая ветвь не содержит источника э.д.с., то Е=0.

Пример
В схеме (рисунок 2) требуется определить ток I1, используя метод эквивалентного генератора.

Представляем электрическую схему (рисунок 2) в виде активного двухполюсника (рисунок 7.а: обведено пунктиром), к зажимам которого подключена исследуемая ветвь.

Разомкнем ветвь (рисунок 7.б) и на основании второго закона Кирхгофа составим уравнение для контура bcmea:

Uxx = –I4·R4 – E1 + I6·R6
Для определения напряжения холостого хода необходимо вычислить токи I4 и I6 в ветвях схемы. В схеме рисунок 7.б все три параллельные ветви dem , dm и dcm сходятся в узловых точках d и m. Узловое напряжение вычисляем по формуле:



Udm = 
            ;

g1 = 1 / (R2 + R4);  g2 = 1 / R5;  g3 = 1 / (R3 + R6).
Применим к ветвям dem и dcm второй закон Кирхгофа:


E1 =
Udm + I4·(R2 + R4);


0 =
Udm + I6·(R3 + R6).
Токи в ветвях схемы

I4 =
(E1 – Udm)·g1;


I6 =
–Udm·g3.
Для определения входного сопротивления схемы «треугольник» сопротивлений edm преобразуем в эквивалентную «звезду» (рисунок 8).

Сопротивления лучей звезды определяем из выражений:

R24 = 
     R25 = 


R45 = 

Эквивалентное сопротивление цепи

Rвх = R24 +
Искомый ток в исследуемой ветви

I1 = 


5 Потенциальная диаграмма
Для анализа работы электрических цепей важно знать распределение потенциала в цепи. График распределения потенциала вдоль неразветвленной электрической цепи называется потенциальной диаграммой. По оси абсцисс диаграммы откладывают значения сопротивлений участков цепи в омах. По оси ординат откладывают потенциалы точек цепи в вольтах. Каждой точке участка цепи или замкнутого контура соответствует своя точка на потенциальной диаграмме.

Последовательность расчета и построение потенциальной диаграммы такова. Рассматриваемый контур разбивается на участки, состоящие из сопротивлений или источников э.д.с. Начало и конец каждого из участков цепи обозначают буквами. Одну из точек цепи соединяют с землей. Потенциал этой точки будет равен нулю:


φa = 0.

Затем обходят контур по часовой стрелке и определяют потенциалы всех точек схемы:


φb = φa – I·R;
(11)

φc = φb + Е.
При обходе контура э.д.с. и токи, направления которых совпадают с принятым направлением обхода, следует считать положительными, а э.д.с. и токи, направленные встречно, – отрицательными.

Из выражений (11) следует, что:

- на  участке цепи  с сопротивлением  потенциал  изменяется  прямолинейно на величину падения напряжения (I·R);
- на  участке  цепи  с  источником э.д.с. потенциал изменяется скачкообразно на величину Е.

Пример
Построить потенциальную диаграмму для контура abcdea (рисунок 9), если известны все величины сопротивлений; токов и э.д.с. цепи.

Произвольно примем потенциал одной из точек, например, точки a, равным нулю


φa = 0.

Эту точку на потенциальной диаграмме (рисунок 10) поместим в начало координат.

Потенциал последующей точки b рассматриваемого контура

φb = φa – I1·R1 = –I1·R1.
Координаты точки b на потенциальной диаграмме (R1; φb).

Потенциал точки c(R1; φc)

φc = φb + Е1.
Потенциал точки d(R1 + R3; φd)

φd = φc – (–I2·R3) = φc + I2·R3.
Потенциал точки e(R1 + R3; φe)

φe = φd + (–Е2) = φd – Е2.
Знак «минус» в последних двух случаях учитывает несовпадение направлений тока или э.д.с. с направлением обхода контура.

Потенциал точки a(R1 + R3 + R2; 0)

φa = φe – I1·R2 = 0.
Закончив обход контура, мы вернулись в исходную точку «а», потенциал которой равен нулю.

Масштабы по осям потенциальной диаграммы выбирают исходя из суммарного сопротивления контура для оси абсцисс и наибольшего по абсолютной величине потенциала для оси ординат. Примерный график распределения потенциала показан на рисунке 10.

6 Пример расчета разветвленной цепи постоянного тока

В качестве примера приводится расчет электрической цепи, схема которой приведена на рисунке 11.

Исходные данные:

Е1 = 10В;
Е2 = 10В;
Е3 = 8В;

R1  = 4Ом;
R2 = 10Ом;
R3 = 1Ом;

R4  = 5Ом;
R5 = 5Ом;
R6 = 2Ом;
R7 = 2Ом.

Метод контурных токов
В схеме три узла и пять ветвей. Число независимых контуров

k = b-y+1 = 5-3 +1 = 3.
Составляем для каждого контура уравнения по второму закону Кирхгофа.

Контурные токи I11, I22, I33, направляем по часовой стрелке.
Собственные сопротивления контуров:


R11 = R1 + R4 + R5 = 5 + 5 + 4 = 14Oм;

R22 = R2 + R6 + R5 = 5 + 10 + 2 = 17Oм;

R33 = R6 + R7 + R3 = 2 + 2 + 1 = 5Ом.
Сопротивление смежных контуров

R12 = R21 = –5Ом;
R13 = R31 = 0;
R23 = R32 = –2Ом.
Контурные э.д.с.
Е11 = –Е1 = 10В;
Е22 = Е2 = 10В;
Е33 = Е3 = –8В.
Учитывая эти обозначения, система уравнений контурных токов следующая:


I11R11
– I22R22
+ 0
= E11;

–I11R21
+ I22R22
– I33R23
= E22;

0
– I22R32
+ I33R33
= E33.
Подставим известные значения сопротивлений, э.д.с. в систему уравнений, решаем по методу Крамера.


14I11
– 5I22
+ 0
= –10;

–5I11
+ 17I22
– 2I33
= 10;

0
– 2I22
+ 5I33
= –8.
Определитель системы:

14  –5  0

Δ =
–5  17 –2
= 1009.

0   –2  5
Частные определители:

–10 –5  0 

ΔI11 =
10  17 –2
= –640;

–8  –2  5

14 –10  0 

ΔI22 =
–5  10 –2
= 227;

0  –8  5 

14 –5 –10 

ΔI33 =
–5  17 10
= –1524.

0  –2  –8 
Токи в контурах:

I11 = ΔI11 / Δ = –640 / 1009 = –0,635A;

I22 = ΔI22 / Δ = 227 / 1009 = 0,225A;

I33 = ΔI33 / Δ = –1524 / 1009 = –1,51A.
Токи в ветвях схемы определяем по полученным значениям контурным токов:


I1 = I11 = –0,635A;
I2 = I22 = 0,225A;
I3 = I33 = –1,52A;

I5 = I11 – I22 = –0,635 – 0,225 = –0,86A;

I6 = I22 – I33 = 0,225 – (–1,52) = 1,74A.
Проверку правильности решения системы уравнений проверяем путем подстановки полученных значений контурных токов в первое уравнение системы уравнений

14 · (–0,635) – 5 · 0,225 = –10,

–10 = –10.
Метод непосредственного применения уравнений по законам Кирхгофа
На схеме рисунка 12 показываем направления обхода контуров пунктирной линией, а также пронумеруем узлы – 1, 2, 3. В схеме указаны направления токов в ветвях.
Схема содержит три узла, следовательно, по первому закону Кирхгофа следует составить 3 – 1 = 2 уравнение для узлов (узлы 1, 2):


1) I1 = I2 + I5;

2) I5 + I6 + I3 = I1.
Уравнения, составленные по второму закону Кирхгофа (контуры 1, 2, 3):


3) I5R5 + I1R1 + I1R4 = –E1;

4) I2R2 + I6R6 – I5R5 = E2;

5) I3R3 + I3R7 – I6R6 = –E3.
Решая заданную систему уравнений, подставив известные значения э.д.с. и сопротивлений, находим известные токи.

Метод эквивалентного генератора
В схеме рисунка 11 необходимо определить ток I2. Для этого убираем ветвь с сопротивлением R2 и E2. Изменённая схема показана на рисунке 13.
Определим напряжение холостого хода U12 между точками 1 и 2

U12 = –I6R6 + I5R5.
Неизвестные точки определим по методу контурных токов:


I11 (R5 + R1 + R4) = –E1;

I22 (R6 + R3 + R7) = –E3;

I11 = –E1 / (R5 + R1 + R4) = –10 / 14 = –0,714A;

I22 = –E2 / (R6 + R3 + R7) = –8 / 5 = – 1,6A.
Токи в ветвях схемы


I5= I11= –0,714A;
I6= –I22= 1,6A.
Напряжение холостого хода U12

U12 = –I6R6 + I5R5 = –1,6 · 2 + (–0,714) · 5 = –6,77В.
Определяем внутреннее сопротивление электрической цепи, закорачивая источники э.д.с. (рисунок 13)

R'
= R5 (R4 + R1)/(R4 + R1 + R5) = 5·(5 + 4)/(5 + 4 + 5) = 3,21Ом;
R''
= R6 (R3 + R7)/(R3 + R7 + R6) = 2·(1 + 2)/(1 + 2 + 2) = 1,2Ом;

Rвн = R' + R'' = 3,21+1,2=4,41Ом.
Искомый ток в исследуемой ветви

I2 = (Uхх + E2) / (Rвн + R2) = (–6,77 + 10) / (4,41 + 10) = 0,225А.
Потенциальная диаграмма
Построим потенциальную диаграмму для контура 1, 2, 3, 4 
(рисунок 14)

Произвольно примем потенциал точки 2 равным нулю


φ2 = 0.
Эту точку на потенциальной диаграмме поместим в начало координат.

Потенциал последующих точек в рассматриваемом контуре:


φ3 = φ2 – E1
= –10В;

φ4 = φ3 – I1R1
= –10
– (–0,635) · 4
= –7,4В;

φ1 = φ4 – I1R4
= –7,4
– (–0,635) · 4
= –4,32В;

φ2 = φ1 – I5R5
= –4,32
– (–0,86) · 5
= 0В.
Выбираем масштаб осей сопротивления и потенциала.


mR = 2Ом/см;
mφ = 2В/см.
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